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Plan:	  
•  Today:	  
The	  introducBon	  of	  symmetry	  fracBonalizaBon:	  
(1)  AKLT	  chain	  
(2)  Generalized	  symmetry	  fracBonalizaBons	  for:	  
	  	  	  	  	  	  	  	  topological	  defects	  (dislocaBons	  in	  topological	  insulators)	  
	  	  	  	  	  	  	  	  topological	  excitaBons	  in	  topologically	  ordered	  phases.	  

•  Tomorrow:	  
(1)	  Quantum	  spin	  liquid	  phases	  in	  frustrated	  magnets,	  and	  related	  
experiments	  in	  materials	  
(2)  Parton	  construcBons	  of	  quantum	  spin	  liquids,	  and	  symmetry	  

fracBonalizaBon	  
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Symmetry	  protected	  topological	  phases	  

•  These	  characterisBc	  gapless	  edge	  states	  are	  “anomalous”.	  
	  	  	  	  	  Namely,	  they	  can	  never	  be	  realized	  in	  a	  (d-‐1)-‐dimension	  system,	  
	  	  	  	  	  assuming	  certain	  global	  symmetry	  is	  respected.	  

	  symmetry	  protected	  topological	  phases	  

Top.	  
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superconductor	  

….	  

•  Ordinary	  bulk	  excita)on	  
•  Symmetry-‐protected	  gapless	  edge	  modes	  Integer	  quantum	  hall	  state:	  

Chiral	  edge	  state	  

Quantum	  spin	  hall	  state:	  
helical	  edge	  state	  



Example:	  Anomalous	  edge	  states	  
•  Chiral	  edge	  state	  of	  integer	  quantum	  hall	  liquid	  cannot	  be	  

realized	  in	  1-‐spaBal	  dimension:	  

Easy	  to	  show:	  
	  
	  

current	   Chemical	  potenBal	  

Namely,	  a	  posiBon	  dependent	  chemical	  
potenBal	  will	  break	  current	  conservaBon	  in	  1D.	  

x	  
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•  Chiral	  edge	  state	  of	  integer	  quantum	  hall	  liquid	  cannot	  be	  

realized	  in	  1-‐spaBal	  dimension:	  

Easy	  to	  show:	  
	  
	  

current	   Chemical	  potenBal	  

Namely,	  a	  posiBon	  dependent	  chemical	  
potenBal	  will	  break	  current	  conservaBon	  in	  1D.	  

x	  

This	  is	  just	  the	  hall	  effect	  at	  2D	  boundary.	  



SPT	  phases	  -‐-‐-‐	  Key	  feature:	  
•  Gapped	  bulk.	  ConvenBonal	  bulk	  excitaBons.	  
	  
•  Anomalous	  edge	  states	  that	  cannot	  be	  realized	  in	  local	  (d-‐1)-‐

dimensional	  quantum	  systems	  (assuming	  certain	  global	  
symmetries).	  

•  In	  some	  sense,	  this	  is	  precisely	  why	  these	  d-‐dimenional	  
topological	  phases	  are	  robust:	  One	  CANNOT	  think	  about	  the	  
system	  as	  a	  trivial	  bulk	  glued	  with	  a	  (d-‐1)-‐dimensional	  gapless	  
system.	  



Symmetry	  fracBonalizaBon	  in	  1D	  SPT	  phases	  

•  Next,	  I	  will	  present	  the	  first	  example	  of	  symmetry	  protected	  
topological	  phases	  beyond	  quantum	  hall	  liquids	  	  

	  	  	  	  	  	  -‐-‐-‐	  the	  AKLT	  spin-‐1	  chain	  model.	  Affleck,	  Kennedy,	  Lieb,	  Tasaki	  (PRL	  1987)	  
	  
•  AKLT	  model	  has	  a	  gapped	  bulk,	  but	  gapless	  spin-‐1/2	  edge	  states.	  
	  	  	  	  	  -‐-‐-‐	  Edge	  states	  are	  also	  anomalous.	  No	  way	  to	  realize	  in	  0-‐d.	  
	  	  	  	  	  	  symmetry	  become	  “fracBonalized”.	  
	  
•  Confirmed	  in	  experiments:	  (e.g.,	  in	  NENP	  spin-‐1	  chain)	  

	  
	  



Spin-‐1	  chain:	  the	  AKLT	  model	  
•  Consider	  an	  anBferromageBc	  spin-‐1	  chain:	  
	  
	  
	  
	  

•  Let’s	  modify	  the	  usual	  Heisenberg	  model	  a	  liile	  bit:	  

I	  will	  show:	  	  
when	  ¯=1/3,	  the	  model	  is	  (quasi-‐)exactly	  solvable,	  	  
with	  	  interesBng	  ground	  state.	  Affleck,	  Kennedy,	  Lieb,	  Tasaki	  (PRL	  1987)	  
	  
Here	  “(quasi-‐)”	  means	  that	  one	  can	  solve	  the	  ground	  state(s)	  exactly,	  but	  not	  
the	  excited	  states.	  
	  

Si	   Si+1	  



Spin-‐1	  chain:	  the	  AKLT	  model	  

•  Consider	  an	  anBferromageBc	  spin-‐1	  chain:	  
	  
	  
	  

•  Let’s	  modify	  the	  usual	  Heisenberg	  model	  a	  liile	  bit:	  

	  

	  

Si	   Si+1	  

Note	  that	  unlike	  the	  spin-‐1/2	  case	  ,	  for	  spin-‐1,	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  is	  an	  independent	  operator.	  	  
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Spin-‐1	  chain:	  the	  AKLT	  model	  

•  Consider	  an	  anBferromageBc	  spin-‐1	  chain:	  
	  
	  
	  

•  Let’s	  modify	  the	  usual	  Heisenberg	  model	  a	  liile	  bit:	  

	  

	  

Si	   Si+1	  

If	  we	  can	  find	  a	  quantum	  state	  |ª>,	  such	  that	  the	  combined	  spin	  of	  nearest	  
neighbors	  can	  only	  be	  0	  or	  1,	  then	  |ª>	  will	  certainly	  be	  one	  ground	  state.	  
	  
Surprisingly,	  it	  is	  quite	  easy	  to	  write	  down	  such	  a	  state	  |ª>	  .	  
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If	  we	  can	  find	  a	  quantum	  state	  |ª>,	  such	  that	  the	  combined	  spin	  of	  nearest	  
neighbors	  can	  only	  be	  0	  or	  1,	  then	  |ª>	  will	  certainly	  be	  one	  ground	  state.	  
	  
The	  idea	  to	  write	  down	  |ª>	  is	  to	  split	  each	  spin-‐1	  into	  two	  auxillary	  spin-‐1/2’s:	  

two	  S=1/2	  

S=1	  

Spin	  singlet	  bond	  

Argument:	  
for	  every	  two	  n.n.	  sites,	  
2	  of	  the	  4	  spin-‐1/2’s	  form	  
singlet,	  the	  other	  two	  can	  
only	  form	  J=0	  or	  1.	  
	  



AKLT	  model:	  the	  exact	  ground	  state(s)	  

two	  S=1/2	  

S=1	  

Spin	  singlet	  bond	  

Let’s	  construct	  the	  ground	  state	  |ª>	  explicitly:	  
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Is	  the	  spin-‐1/2	  fake	  or	  real?	  

Although	  formally	  looks	  like	  two	  spin-‐1/2	  at	  the	  edges:	  
	  

•  Two	  things	  to	  worry	  about:	  
	  
(1)  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  are	  not	  orthonormal.	  

(2)  I	  have	  not	  constructed	  a	  local	  operator	  acBng	  only	  on	  one	  edge	  
that	  implements	  the	  spin-‐1/2	  rotaBon.	  



Local	  spin	  rotaBons	  
•  Two	  things	  to	  worry	  about:	  
	  
(1)  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  are	  not	  orthonormal.	  
-‐-‐-‐	  orthonormal	  up	  to	  exponenBally	  small	  error	  as	  L	  increases	  
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•  Two	  things	  to	  worry	  about:	  
	  
(1)  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  are	  not	  orthonormal.	  
-‐-‐-‐	  orthonormal	  up	  to	  exponenBally	  small	  error	  as	  L	  increases	  
	  
(2)	  I	  have	  not	  constructed	  a	  local	  operator	  acBng	  only	  on	  one	  edge	  
that	  implements	  the	  spin-‐1/2	  rotaBon.	  
-‐-‐-‐	  result	  in	  (1)	  allows	  us	  to	  construct	  such	  an	  operator:	  
	  
Consider	  a	  long	  chain:	  
Define	  local	  unitary	  (almost)	  operators	  	  
for	  the	  two	  edge	  segments:	  	  



Key	  feature	  of	  symmetry	  fracBonalizaBon	  
We	  find:	  
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Key	  feature	  of	  symmetry	  fracBonalizaBon	  
We	  find:	  
	  

two	  S=1/2	  

S=1	  

Spin	  singlet	  bond	  

This	  is	  striking:	  we	  started	  from	  SO(3)	  spin-‐1	  model,	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  but	  we	  got	  spin-‐1/2	  on	  edges.	  



AKLT	  model:	  the	  exact	  ground	  state(s)	  

two	  S=1/2	  

S=1	  

Spin	  singlet	  bond	  

	  
We	  find	  4	  ground	  states	  for	  open	  chain.	  The	  ground	  state	  degeneracy	  comes	  from	  the	  
unpaired	  spin-‐1/2	  on	  each	  ends	  of	  the	  chain.	  
	  
One	  can	  further	  show	  that	  these	  are	  the	  only	  four	  ground	  states,	  and	  the	  many-‐body	  
excitaBon	  spectrum	  of	  the	  chain	  has	  a	  FINITE	  energy	  gap:	  



AKLT	  model:	  the	  exact	  ground	  state(s)	  
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We	  find	  4	  ground	  states	  for	  open	  chain.	  The	  ground	  state	  degeneracy	  comes	  from	  the	  
unpaired	  spin-‐1/2	  on	  each	  ends	  of	  the	  chain!	  	  
	  
However	  if	  the	  chain	  is	  a	  closed	  loop	  (periodic	  boundary	  condiBon),	  there	  is	  only	  a	  
UNIQUE	  ground	  state:	  



The	  crucial	  feature	  of	  symmetry	  fracBonalizaBon	  

two	  S=1/2	  

S=1	  
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Symmetry	  fracBonalizaBon	  at	  chain	  edges	  -‐-‐-‐	  Crucial	  feature	  
	  
In	  a	  degenerate	  sector	  of	  energy	  eigenstates,	  global	  symmetry	  is	  
implemented	  by	  product	  of	  two	  local	  operators	  spaBally	  far	  away	  from	  each	  
other:	  



The	  crucial	  feature	  of	  symmetry	  fracBonalizaBon	  

two	  S=1/2	  

S=1	  

Spin	  singlet	  bond	  

This	  is	  why	  it	  is	  possible	  to	  have	  spin-‐1/2	  edge	  states	  in	  a	  spin-‐1	  model	  	  -‐-‐-‐	  
although	  a	  single	  spin-‐1/2	  is	  NOT	  a	  representaBon	  of	  SO(3)	  symmetry,	  the	  
product	  of	  two	  spin-‐1/2’s	  is	  a	  representaBon:	  	  	  	  	  	  	  	  	  ½	  x	  ½	  =	  0	  +	  1	  
	  
	  



The	  crucial	  feature	  of	  symmetry	  fracBonalizaBon	  

two	  S=1/2	  

S=1	  

Spin	  singlet	  bond	  

This	  is	  also	  why	  the	  4-‐fold	  degeneracy	  is	  robust:	  consider	  a	  local	  SO(3)	  
symmetric	  perturbaBon	  V:	  
	  
	  

The	  two	  SU(2)	  symmetries	  are	  individually	  respected!	  
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two	  S=1/2	  
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This	  is	  also	  why	  the	  4-‐fold	  degeneracy	  is	  robust:	  consider	  a	  local	  SO(3)	  
symmetric	  perturbaBon	  V:	  
	  
	  

The	  two	  SU(2)	  symmetries	  are	  individually	  respected!	  

However	  if	  perturbaBon	  is	  not	  SO(3)	  symmetric,	  the	  4-‐fold	  degeneracy	  is	  gone.	  
	  
Such	  spin-‐1/2	  edge	  states	  are	  characterisBc	  feature	  in	  the	  whole	  AKLT	  phase.	  
You	  can	  kill	  the	  spin-‐1/2	  edge	  states	  only	  by	  (1)	  a	  phase	  transiBon	  OR	  (2)	  
removing	  the	  symmetry.	  	  -‐-‐-‐-‐	  called	  Symmetry	  Protected	  Topological	  Phase	  
	  
	  



How	  to	  generally	  understand	  1D	  SPT	  phases?	  
•  From	  AKLT	  chain,	  we	  know,	  under	  internal	  symmetry	  g:	  

There	  is	  a	  potenBal	  phase	  ambiguity	  in	  the	  definiBon	  of	  
They	  do	  not	  have	  to	  form	  reps	  of	  SG.	  Instead	  they	  can	  be	  
“projecBve	  representaBon”	  of	  SG.	  (e.g.	  spin-‐1/2	  is	  projecBve	  rep	  of	  SO(3))	  	  

	  

Turner,	  Pollmann,	  Berg,	  Oshikawa,	  Chen,	  Gu,	  Wen….	  



How	  to	  generally	  understand	  1D	  SPT	  phases?	  
•  From	  AKLT	  chain,	  we	  know,	  under	  internal	  symmetry	  g:	  

There	  is	  a	  potenBal	  phase	  ambiguity	  in	  the	  definiBon	  of	  
They	  do	  not	  have	  to	  form	  reps	  of	  SG.	  Instead	  they	  can	  be	  
“projecBve	  representaBon”	  of	  SG.	  (e.g.	  spin-‐1/2	  is	  projecBve	  rep	  of	  SO(3))	  	  

	  
•  MathemaBcally,	  the	  phase	  factor	  here	  is	  called	  a	  factor	  system.	  It	  is	  a	  funcBon	  

of	  group	  elements	  and	  have	  to	  saBsfy	  consistency	  condiBon:	  

	  

Turner,	  Pollmann,	  Berg,	  Oshikawa,	  Chen,	  Gu,	  Wen….	  

MathemaBcally	  this	  is	  2-‐cocycle	  condiBon.	  
	  Inequivalent	  proj.	  reps	  are	  classified	  by	  2nd	  cohomology	  group:	  	  	  



A	  simple	  example:	  

	  

	  

Turner,	  Pollmann,	  Berg,	  Oshikawa,	  Chen,	  Gu,	  Wen….	  

Consider	  SG=Z2	  x	  Z2	  



How	  to	  generally	  understand	  1D	  SPT	  phases?	  

•  2nd	  cohomology	  group	  can	  be	  used	  to	  classify	  1D	  (bosonic)	  SPT	  phases.	  
	  	  	  	  	  	  	  

Turner,	  Pollmann,	  Berg,	  Oshikawa,	  Chen,	  Gu,	  Wen….	  

Chen,	  Gu,	  Wen	  (2010)	  



Summary	  of	  discussion	  so	  far,	  and	  outlook	  
•  SPT	  phase	  protected	  by	  local	  symmetries:	  
	  	  	  	  	  trivial	  bulk	  +	  gapless	  anomalous	  edge	  states.	  
	  	  	  	  	  higher	  dimensions:	  
à  Fermion:	  Integer	  quantum	  hall	  states,	  topological	  insulators	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (can	  be	  realized	  even	  with	  weak	  interacBon)	  
	  	  	  	  	  	  Boson:	  Bosonic	  integer	  quantum	  hall	  states,	  bosonic	  topological	  insulators	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (require	  strong	  interacBon	  to	  realize)	  

•  In	  1D,	  we	  find	  SPT	  phases	  host	  symmetry	  fracBonalized	  edge	  
states.	  	  



Summary	  of	  discussion	  so	  far,	  and	  outlook	  
•  SPT	  phase	  protected	  by	  local	  symmetries:	  
	  	  	  	  	  trivial	  bulk	  +	  gapless	  anomalous	  edge	  states.	  
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à  Fermion:	  Integer	  quantum	  hall	  states,	  topological	  insulators	  
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	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (require	  strong	  interacBon	  to	  realize)	  

•  In	  1D,	  we	  find	  SPT	  phases	  host	  symmetry	  fracBonalized	  edge	  
states.	  	  

	  
Next,	  let’s	  aiempt	  to	  generalize	  these	  concepts.	  



Some	  imaginaBons	  
•  The	  essence	  of	  SPT	  phases	  are:	  
anomalous	  lower	  dimensional	  gapless	  states	  are	  realized	  at	  the	  edge	  
of	  the	  system.	  	  
	  
What	  is	  so	  special	  about	  edges?	  Can	  one	  realize	  these	  anomalous	  
lower	  dimensional	  states	  in	  other	  situaBons?	  
	  
	  



Some	  imaginaBons	  
•  The	  essence	  of	  SPT	  phases	  are:	  
anomalous	  lower	  dimensional	  gapless	  states	  are	  realized	  at	  the	  edge	  
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Edges	  are	  special	  because:	  
(1)  In	  1d,	  edges	  must	  be	  created	  in	  pairs.	  (This	  is	  why	  fracBonal	  quantum	  

number	  can	  be	  realized.)	  

(2)  In	  2d,	  edge	  must	  form	  a	  closed	  loop.	  (This	  is	  why	  non-‐stoppable	  
helical/chiral	  modes	  can	  be	  realized.)	  

(3)  In	  3d,	  edge	  must	  form	  a	  closed	  surface.(This	  is	  why	  single	  Dirac-‐cone	  
can	  be	  realized	  in	  TI	  with	  Bme-‐reversal	  symmetry.)	  



Some	  imaginaBons	  
•  Can	  we	  replace	  the	  edges	  by	  some	  other	  objects?	  
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•  In	  1d,	  edges	  must	  be	  created	  in	  pairs.	  (This	  is	  why	  fracBonal	  quantum	  number	  

can	  be	  realized.)	  
	  replacing	  by	  point-‐like	  topological	  objects:	  	  
	  	  	  domain	  walls	  in	  1d,	  vorBces	  in	  2d,	  …	  and	  gauge	  charges	  >=2	  dimensions…	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (gauss’s	  law)	  

2d	  vortex	  
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•  In	  2d,	  edge	  must	  form	  a	  closed	  loop.	  (This	  is	  why	  non-‐stoppable	  helical/chiral	  

modes	  can	  be	  realized.)	  
replacing	  	  by	  loop-‐like	  topological	  objects:	  
	  	  	  	  	  vorBces	  in	  3d,	  and	  gauge-‐flux	  loops	  in	  >=3	  dimensions..	  

2d	  vortex	  

3d	  vortex	  
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modes	  can	  be	  realized.)	  
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	  	  	  	  	  vorBces	  in	  3d,	  and	  gauge-‐flux	  loops	  in	  >=3	  dimensions..	  
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replacing	  by	  surface-‐like	  topological	  objects:	  domain	  walls	  in	  3d	  ….	  

2d	  vortex	  

3d	  vortex	  



Some	  imaginaBons	  
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Indeed,	  	  there	  are	  already	  lots	  of	  examples.	  
	  

Edges	  are	  special	  because:	  
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•  In	  2d,	  edge	  must	  form	  a	  closed	  loop.	  (This	  is	  why	  non-‐stoppable	  helical/chiral	  

modes	  can	  be	  realized.)	  
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2d	  vortex	  

3d	  vortex	  



Some	  examples:	  
Topological	  defects:	  
•  Vortex	  hosted	  majorana	  modes	  in	  p+ip	  2d	  superconductor.	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (Read,	  Green,	  Ivanov,	  Fu,	  Kane….)	  
•  Line	  defect	  (dislocaBons)	  hosBng	  helical	  modes	  in	  3d	  TI.	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (YR,	  Zhang,	  Vishwanath,	  Teo,Kane…)	  
	  
	  
	  
	  	  	  	  	  	  



Some	  examples:	  
Topological	  defects:	  
•  Vortex	  hosted	  majorana	  modes	  in	  p+ip	  2d	  superconductor.	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (Read,	  Green,	  Ivanov,	  Fu,	  Kane….)	  
•  Line	  defect	  (dislocaBons)	  hosBng	  helical	  modes	  in	  3d	  TI.	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (YR,	  Zhang,	  Vishwanath,	  Teo,Kane…)	  
	  
	  
	  
Topological	  dynamical	  excitaBons:	  -‐-‐-‐	  “symmetry	  enriched”	  phenomena	  
•  Symmetry	  fracBonalizaBons	  for	  gauge	  charges	  
	  	  	  	  	  Laughlin	  state	  e*=e/3	  
	  	  	  	  	  Spin-‐charge	  separaBon	  in	  gapped	  quantum	  spin	  liquids.	  	  
	  
•  A	  large	  class	  of	  exactly	  solvable	  models:	  (Mesaros&YR,	  2012)	  
Showing:	  gauge	  charge	  hosted	  symmetry	  fracBonalizaBon	  in	  2d	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  gauge	  flux	  loop	  hosted	  anomalous	  line	  states	  in	  3d…	  
	  	  	  	  	  	  



Plan:	  
•  Tomorrow	  I	  will	  talk	  about	  symmetry	  fracBonalizaBon	  for	  gauge	  

charge	  excitaBons	  in	  quantum	  spin	  liquids.	  

•  Today,	  if	  Bme	  is	  allowed,	  let’s	  have	  a	  simple	  derivaBon	  of	  the	  so-‐
called	  “worm-‐hole”	  effect	  in	  3D	  TI.	  (G.	  Rosenberg,	  H.-‐M.	  Guo,	  M.	  Franz,	  
2010)	  

	  
	  



Plan:	  
•  Tomorrow	  I	  will	  talk	  about	  symmetry	  fracBonalizaBon	  for	  gauge	  

charge	  excitaBons	  in	  quantum	  spin	  liquids.	  

•  Today,	  if	  Bme	  is	  allowed,	  let’s	  have	  a	  simple	  derivaBon	  of	  the	  so-‐
called	  “worm-‐hole”	  effect	  in	  3D	  TI.	  (G.	  Rosenberg,	  H.-‐M.	  Guo,	  M.	  Franz,	  
2010)	  

	  
-‐-‐-‐If	  a	  pi-‐flux	  loop	  (TR	  sym.)is	  threaded	  	  
through	  the	  bulk	  3D	  strong	  TI,	  the	  loop	  	  
is	  topological	  bound	  with	  helical	  modes:	  
(same	  as	  the	  anomalous	  edge	  state	  of	  2D	  TI).	  	  

	  
-‐-‐-‐If	  one	  interpret	  the	  pi-‐flux	  as	  a	  dynamical	  Z2	  gauge	  flux	  excitaBon,	  namely	  if	  the	  
TI	  are	  not	  formed	  by	  electrons,	  but	  by	  fermions	  carrying	  Z2	  gauge	  charge,	  this	  
effect	  is	  an	  example	  of	  symmetry-‐enriched	  phenomena.	  



The	  wormhole	  effect	  
•  A	  simple	  model	  of	  the	  pi-‐flux	  loop:	  

TI	  bulk	   TI	  bulk	  

Step	  (1):	  Cut	  the	  3D	  TI	  
	  
Two	  surfaces-‐-‐	  two	  sets	  of	  Dirac	  nodes:	  



The	  wormhole	  effect	  
•  A	  simple	  model	  of	  the	  pi-‐flux	  loop:	  

TI	  bulk	   TI	  bulk	  

Step	  (1):	  Cut	  the	  3D	  TI	  
	  
Two	  surfaces-‐-‐	  two	  sets	  of	  Dirac	  nodes:	  

Step	  (2):	  Gluing	  back,	  	  
but	  trapping	  a	  pi	  flux	  (black)	  line	  in	  the	  middle	  
	  
Hopping	  from	  lew	  to	  right:	  
	  m<0	  	  in	  red	  region	  
	  m>0	  in	  uncolored	  region	  
	  



The	  wormhole	  effect	  
•  A	  simple	  model	  of	  the	  pi-‐flux	  loop:	  

TI	  bulk	   TI	  bulk	  



The	  wormhole	  effect	  
•  A	  simple	  model	  of	  the	  pi-‐flux	  loop:	  

TI	  bulk	   TI	  bulk	  



DislocaBons	  in	  3D	  TI	  
•  Although	  magneBc	  pi-‐flux	  is	  difficult	  to	  realize	  in	  TI,	  even	  here	  in	  

magneBc	  lab,	  the	  crystalline	  topological	  defects	  -‐-‐-‐	  dislocaBons	  
	  	  	  	  	  can	  have	  similar	  effect.	  (YR,	  Zhang,	  Vishwanath	  2009)	  
	  
	  

CondiBon	  for	  existence	  of	  helical	  modes:	  	  

:	  Burger’s	  vector	  in	  real	  space.	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  :	  Weak	  index	  vector	  in	  momentum	  space	  	  

Realized	  in	  TI	  with	  nonzero	  weak	  index:	  e.g.,	  SmB6….	  



Plan:	  
I	  was	  menBoning	  Z2	  gauge	  excitaBons,	  like	  flux	  loops,	  and	  their	  
symmetry	  enriched	  phenomena.	  	  
	  
But	  can	  these	  be	  realized	  in	  materials?	  
	  
	  
	  
	  
•  Tomorrow:	  
(1)	  Quantum	  spin	  liquid	  phases	  in	  frustrated	  magnets,	  and	  related	  
experiments	  in	  materials	  
(2)  Parton	  construcBons	  of	  quantum	  spin	  liquids,	  and	  symmetry	  

fracBonalizaBon.	  






